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Elemento simétrico u opuesto:     CbaCba  ,,  tal que  0,0(),(),  baba  
 A  ba  ,  se le llama elemento opuesto de  ba, . 
NOTA: Así,  ,C  tienen estructura de grupo abeliano y se llama grupo aditivo de los números complejos. 
Proposición: El grupo abeliano  ,C  contiene a  ,R . 
Sea 
   
   0,
,,:
aaa
CR




. Tenemos que   es inyectiva:         bababa  0,0,  y que 
  es homomorfismo:            babababa   0,0,0,  
Luego     ,, CR  
 
Definición: Definimos en C la operación producto de la siguiente forma: CCC  : : 
Cdcbacbdadbcadcba  ),(),,(),(),(),(  
 
Propiedades (del producto): 
Asociativa:              fedcbafedcba ,,,,,,     Cfedcba  ,),,(),,(  
Conmutativa:  badcdcba ,),(),(),(     Cdcba  ),(),,(  
Elemento neutro o unidad:   CCba  0,1),(  tal que    bababa ,,)0,1()0,1(),(   
 A  0,1  se le llama elemento neutro o unidad del producto. 
Elemento simétrico o inverso:     C
ba
b
ba
a
dcCCba 








 
2222
,,0),(  tal que 
     0,1,,  dcba . 
 A dicho elemento se le llama elemento simétrico del producto o elemento inverso. 
NOTA: Así   ,C  tiene estructura de grupo conmutativo y se llama grupo multiplicativo de los números 
complejos. 
 
Proposición: El grupo multiplicativo   ,C  contiene a   ,R  
Demostración: 
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Sea 
   
   0,
,,:
aaa
CR

 


. Tenemos que   es inyectiva:         bababa  0,0,  y que 
  es homomorfismo:              babababababa   00,000,0,0,  
Luego      ,, CR  
 
Propiedad: En C se verifica la propiedad distributiva del producto respecto de la suma. Es decir,  
  Cfedcba  ,),,(),,( ,               febadcbafedcba ,,,,,,,   
NOTA: Así,   ,,C  tiene estructura de cuerpo conmutativo, llamado cuerpo de los números complejos. 
 
Proposición: El cuerpo   ,,C  contiene a   ,,R  
Demostración:   es inyectiva: Visto anteriormente.   es homomorfismo porque hemos visto que 
     baba   y que      baba   . 
 
3. EL ESPACIO VECTORIAL DE C 
Definición: Definimos sobre  ,C  la ley externa llamada producto por un escalar  
   bxaxbax
CCR


,,
    CbaRx  ,,  
 
Propiedades (del producto por un escalar): 
Distributiva del producto con respecto a la suma: 
            dcxbaxdcbaxCdcbaRx ,,,,:,,,,   
Distributiva de la suma con respecto al producto: 
         baybaxbayxCbaRyx ,,,:,,,   
Asociativa:         bayxbayxCbaRyx ,,:,,,   
               dcbaxdcbaxCdcbaRx ,,,,:,,,,   
Elemento unidad:        bababaCbaquetalR ,1,1,1,,1   
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Nota: Así  RC ,,  posee estructura de espacio vectorial. Sea 
2: RC  .   es biyectiva 2RC   
Observación: C no es un cuerpo ordenado. 
Notación:   CxxRx  0, . El número   C1,0  es tal que      0,11,01,0  . Así la raíz cuadrada 
de R1  es:     i 1,00,11 . Denotamos  1,0i  
4. REPRESENTACIÓN DE UN NÚMERO COMPLEJO EN FORMA BINÓMICA. 
Proposición: Todo   Cba ,  se puede escribir de forma única como bia  . 
Demostración: Sea               biabababaCba  1,00,0,,00,,, . Veamos que es único: 
Supongamos que  badic ,  
                  dbycabadcbadcbadc  ,,,,00,,1,00,0,  
 
Definición: El número complejo bia   se dice que está escrito en forma binómica. 
Definición: Sea biazCz  , . Se llama parte real de z y se denota )Re(z  al número a,  y parte 
imaginaria de z y se denota )Im(z  al número b. 
5. REPRESENTACIÓN DE UN NÚMERO COMPLEJO EN FORMA GEOMÉTRICA 
Sea 2V  el plano euclídeo de OXY con ejes ortogonales, y sean 21 uyu

 vectores de la base ortogonal. 
Proposición: La aplicación   
  21
2:
ubuazbiaz
VC





  es un isomorfismo de espacios vectoriales. 
Nota: Así podemos identificar el número complejo bia   con el vector 21 ubua

  
Definición: Llamamos afijo del complejo biaz   a un representante del vector 21 ubua

  con origen en 
)0,0(  y extremo  ba, . 
 
Definición: Dado el complejo biaz   llamaremos módulo de z y lo denotaremos por biaz   al 
número real positivo 22 baz  . Llamaremos argumento de z y se denota )arg(z  al ángulo   que 
forman los vectores 211 ubuayu

 , siendo   2,0  único. 
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6. CONJUGADO Y MÓDULO DE UN NÚMERO COMPLEJO 
Definición: Llamamos conjugado de un número complejo biaz   y lo denotamos por z  al número 
complejo biaz   (misma parte literal y opuesta la parte imaginaria). 
Proposición: La aplicación CC:  con   zz   es un automorfismo y deja invariantes a los 
elementos de R. 
Demostración: Sea Cbiaz    y Cibaz   
  es inyectiva: 
    zzibabiabbyaazibabiazzzSea   
  es suprayectiva: 
Dado Cbiaz   como Rb ,   Rb   opuesto de b y así basta tomar   biabia   
Luego   es biyectiva. 
  es homomorfismo Es inmediato ver que :      zzzz    y que      zzzz    
Luego   es automorfismo. 
Veamos ahora que deja invariantes los elementos de R , es decir Rx ,   xx  : 
Sea   ixxxz 00,  :         xxxixixxz   00 . 
Nota:   es involutivo, es decir, Id2  
Demostración:             zbiaibaibabiabiaz   22 . Es decir, 
    zzzz   2  
Propiedades: 
1)    zz ReRe   
2)    zz ImIm   
3)    zzz 
2
1
Re  
4)    





 zzz
2
1
ImIm  
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5)    zz
i
z 


2
1
Im  
Demostración: 
1)    zaz ReRe   
2)    zbz ImIm   
3)      zzzzazz 
2
1
ReRe22  
4)      zbzzbizzbizz Im
2
1
Im
2
1
2 





  
5)    zz
i
bzbizz 


2
1
Im2  
 
Proposición: Sea biaz  , entonces: 
1) zzRz   
2) z imaginario puro 0 zz . 
Demostración:  
1) ziaiazRbiaz  00  
2)     puroimaginariozbizaabiabiazz  00200  
Proposición: 22 bazz  . 
Demostración: Sea biaz  .    2222 baabiabibabiabiazz   
Corolario: Dado  Cbiaz  su inverso es 
22
1
ba
bia
z 

  
Demostración: 
22
1
ba
bia
zz
z
z 



  
Nota: Esto nos permite dar una nueva definición del módulo de un número complejo. 
Definición: Llamamos módulo de un número complejo biaz   y lo denotamos z  al número real positivo 
zzbaz  22 . También se llama valor absoluto del número complejo z. 
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Propiedades: (del módulo): Czz  ,  se verifica: 
1) 000  zzyz  
2) zzezz  ImRe  
3) zzzz   
4) zzzz   
5) zzzz   
7. REPRESENTACIÓN DE UN NÚMERO COMPLEJO EN FORMA TRIGONOMÉTRICA Y EN FORMA POLAR. 
OPERACIONES 
Definiciones: 
Diremos que un número complejo Cz  está representado en forma trigonométrica si 
  isenrz  cos  con zr   y )arg(z . 
Diremos que un número complejo Cz  está representado en forma polar si rz   con zr   y 
)arg(z . 
Nota:  



  a
b
arctg
brsen
ar
ricatrigonométformaisenrz
binómicaformabiaz













cos
cos
 
 
Operaciones de números complejos en forma polar y trigonométrica. 
Producto: 
Sean Crz    y Csw    entonces    srwz  
Demostración:  
   
             



srsenisrsensenisensensr
isensisenrwz
coscoscoscoscos
coscos
 
Corolario: Sean  
i
ii rz   entonces 











n
i
i
n
i
i
n
i
i rz
1
11 
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Demostración: Aplicando inducción. 
 
Potencia: 
Teorema: Fórmula de Moivre: Dado ZnyCz     nnn rz   
Demostración: Para Nn  visto en el corolario anterior. 
Para 1n : 
 
         


 



 111
2
1 coscos
cos1
risenrisenr
r
isenr
zz
z
z
z  
Para 1n :     Nnconzz nn 1  
                nnnnnn rnisennrnisennrzz 
 coscos
11
 
Así en forma trigonométrica podemos escribir:       Znnisennisen n   coscos  
 
División: 
Sean Crz    y Csw   , entonces 








s
r
w
z
. 
Demostración: Aplicando la fórmula de Moivre para obtener el inverso de un número complejo. 
 












s
r
srwz
w
z 11
 
 
Raíces: 
Sea Crz   , si sw   tal que 
n zw   entonces n rs   y 
n
k

2
  con 1,...,1,0  nk . 
Demostración: 
      2,0,
2
2 

 kk
n
k
n
n
nnnn
n
k
yrsknysrssrwzzw
con   nqueyank   01,...,1,0 . 
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Por tanto el número complejo z tiene n raíces n-ésimas y son 110 ,....,, nzzz  con  
n
k
n
k rz  2  con 
1,...,1,0  nk  
 
Observación: Los afijo de las n raíces (n>2) n-ésimas de Cz  son los vértices de un polígono regular de n 
lados y centro el origen de coordenadas. 
Si n = 2 las raíces cuadradas son opuestas una de la otra. 
8. APLICACIONES DE LOS NÚMEROS COMPLEJOS 
Resolución de ecuaciones polinómicas de 2º grado: 
Toda ecuación polinómica de 2º grado de la forma 02  cbxax  con Rcba ,,  puede resolverse 
formalmente siendo las soluciones: 
a
acbb
xs
2
42 
  
Si 042  acb  las soluciones son reales. 
Si 042  acb  las soluciones son complejas y conjugadas entre si: 
a
ibacb
xs
2
4 2
  
Aplicaciones trigonométricas: 
Supongamos que tenemos que calcular asenya 55cos  conocidos asenyacos  
Tenemos, por la fórmula de Moivre y el binomio de Newton:  
 
   asenasenasenaaiasenaasenaa
aseniaseniaaseniaaseniaisenaaa
isenaaaisena
53244235
554433222345
5
cos10cos5cos5cos10cos
cos5cos10cos10cos5cos
cos55cos



 
Luego:  
 asenaasenaaa 4235 cos5cos10cos5cos   
 asenasenasenaaasen 5324 cos10cos55   
 
Análogamente se pueden calcular nasenynacos  
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Aplicaciones Geométricas: 
Recordar que CV 2 . Así biaz   lo podemos representar como el vector 21 ubua

  con  21 ,uu

 base 
ortonormal de 2V . Así podemos identificar los números complejos con vectores. 
 
A. TRASLACIONES 
 
Sea Cv . ivvv  21 . Definimos   vzzz
CC
v
v



 :
.       ivbvabiav  21 . 
Así, como   Czv  ,  






2
1
vby
vax
iyxzv  
La aplicación v  con Cv  recibe el nombre de traslación de vector v en el plano complejo. 
 
B. GIROS 
 
Sea   11  zCzU . Sea 1.  uUu . 
Definimos  
   





rrzrbiaz
zuzz
CC
u
u
u
1
:
 donde CzUu  ,  
Se obtiene un número complejo con el mismo módulo. 
La aplicación u  recibe el nombre de giro de ángulo  , siendo 1u  (un giro es el producto de un 
complejo de módulo uno). 
 
C. HOMOTECIAS CON CENTRO EL ORIGEN 
 
Sea Rk . Definimos  
  ikbkazbiaz
zkzz
CC
k
k
k


 :
 como  









kby
kax
iyxzK  
La aplicación k  con 
Rk  recibe el nombre de homotecia de centro el origen y razón k en el plano 
complejo. 
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La composición de homotecias con traslaciones será:  
        vkzkzzzo vkvkv    
        wkzkvkzvzzzo kvkvk    
Así tenemos 
  CwyRkwkzzz
CC


,
:


 
La aplicación   recibe el nombre de homotecia de razón k y centro w siendo w el afijo del número complejo 
w. 
 
D. SEMEJANZAS CON CENTRO EL ORIGEN (homotecia compuesto con giro) 
 
Una semejanza con centro el origen es la composición de una homotecia con centro en el origen y un giro 
kuo . Basta componer ku y   en cualquier orden ya que el resultado es el mismo. 
Nota:         1 uyukzqueyazzzukzuzzo kukuk   
Sea 
 wwzw
CC
z
z



:
. Así     zzzzo zuk   . Así: ukz o   
Generalizando a semejanza con origen en cualquier punto basta componer una semejanza con origen en 
cero con una traslación de vector v  obteniendo así la aplicación: 
          wzzvzzzvzzvzzzo zvzvz     con Cwz ,  
9. ORIENTACIONES DIDÁCTICAS 
Este tema se introduce en 1º de Bachillerato. Es importante expresar los números complejos en todas sus 
formas (polar, trigonométrica, binómica y geométrica), saber pasar de la expresión en una forma a otra y saber 
operar con ellos. 
Aconsejamos ejercicios en representación geométrica porque gráficamente es más sencillo de entender. Es 
importante que los alumnos conozcan la importancia de los números complejos sobre todo a la hora de 
resolver ecuaciones de 2º grado con el discriminante negativo, ya que hasta ahora para ellos no tenían 
solución. 
Representaciones geométricas sencillas pueden plantearse con números complejos. Por ejemplo: 
Representar geométricamente los números complejos que verifican la ecuación: 0
2
3
Re 







z
z
. 
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Solución: 
 
 
     
 
       
4
25
2
1
06
4444
6
44
322
2
23
2
3
2
3
2
2
22
2222
22
22
2
22























babaaai
baa
b
baa
baa
baa
baabia
ba
biabia
bia
bia
z
z
 
Se trata de la circunferencia de centro 




 
0,
2
1
 y radio 
2
5
. 
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Título: Números Naturales. Target: Profesores de Matemáticas. Asignatura: Matemáticas. Autor: Emiliana Oliván 
Calzada, Licenciada en Matemáticas, Profesora de Matemáticas en Educación Secundaria. 
 
Los números naturales surgen ligados a la necesidad de “contar” y “medir”. Antes de que surgieran los 
números para la representación de cantidades, el ser humano usó otros métodos para contar, utilizando 
piedras, palitos de madera, nudos de cuerdas, los dedos, marcas en una vara,… Fue en Mesopotamia (4.000 
a.C.) donde aparecieron las primeras señales de números que consistieron en grabados de señales en formas 
de cuñas sobre tableros de arcilla, adoptados más tarde en la Grecia antigua y en la Antigua Roma. 
Para contar: 
 Para saber la cantidad de elementos que tiene una colección de objetos (cardinal) 
 Para indicar el lugar que ocupa un objeto dentro de una colección ordenada (ordinal). 
 
Técnica de recuento con palabras: 
1.- Para obtener el cardinal de un conjunto: 
 Se aprende la sucesión de palabras numéricas, uno, dos, tres,… 
 A cada elemento del conjunto que queremos contar, se le adjudica una única palabra numérica, siguiendo 
el orden establecido, hasta llegar al último elemento. 
 
Se llama cardinal de la colección, a la palabra numérica adjudicada al último elemento del conjunto contado. 
Para la representación gráfica a cada palabra numérica se le representa por símbolos o cifras. 
 
2.- Para obtener el ordinal de un elemento en un conjunto ordenado: 
 Se aprende la sucesión de palabras: primero, segundo,… 
 A cada elemento del conjunto ordenado se le adjudica una sola palabra de la sucesión anterior, siguiendo 
el orden establecido hasta llegar al elemento elegido. 
 La palabra que le corresponde a dicho elemento es su ordinal. 
 
Para medir:  
 Algunas propiedades de los objetos son cuantificables y las llamamos magnitudes. 
 Medir es contar cuántas veces la unidad de medida elegida está contenida en una cantidad de magnitud.  
 Al número adjudicado a una cantidad de magnitud, la llamamos medida. 
 
